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11 Einleitung
Bei der Auslegung und Konstruktion moderner Verdichter und Turbinen ist ein deutlicher Trend
hin zur Gewichtsoptimierung und Gro¨ßenreduktion erkennbar. Die wesentlichen Ziele bei der
heutigen Turbinenentwicklung liegen nicht in der Eﬃzienzsteigerung, sondern in der Reduzie-
rung der Schaufelanzahl und der Erho¨hung der Belastung bei gleicher Eﬃzienz. Besonderes
Interesse gilt in diesem Zusammenhang bei Flugtriebwerken der Niederdruckturbine. Dieser
Triebwerksteil macht ca. 33 % des Gesamtgewichtes aus und verursacht somit hohe Kosten.
Betrachtet man hierbei den Wirkungsgrad, der bei modernen Niederdruckturbinen deutlich
u¨ber 90 % liegt, so beeinﬂußt ein Prozentpunkt des polytropen Wirkungsgrades nur 0,5 % des
Treibstoﬀverbrauches.
Da in der bisherigen Auslegung der Turbinenstufen lediglich stationa¨re Entwurfswerkzeuge zur
Anwendung kamen, ist es dringend erforderlich, in Zukunft auch die instationa¨ren Eﬀekte zu
beru¨cksichtigen. Nur auf diese Weise wird es mo¨glich sein, den bereits sehr guten Wirkungsgrad
zu verbessern und eine Gewichtsreduzierung durch eine geringere Schaufelanzahl zu realisieren.
Hierbei ﬁndet das Tool CFD (Computational Fluid Dynamics) immer gro¨ßere Bedeutung. Es
bietet die Mo¨glichkeit, in Verbindung mit experimentellen Untersuchungen die physikalischen
Eﬀekte in einer Turbomaschine zu analysieren und zu verstehen. Auf diese Weise wird es
mo¨glich, instationa¨re Stro¨mungspha¨nomene bereits in der Entwurfsphase zu beru¨cksichtigen
und die Maschine optimaler in Gewicht, Wirkungsgrad und Schaufelbelastung auszulegen, als
dies mit stationa¨ren Berechnungsmethoden durchfu¨hrbar ist.
Bei der Auslegung einer Turbomaschine muß eine Vielzahl von Einﬂußgro¨ßen beru¨cksichtigt
werden. Ein wichtiges Element hierbei ist die instationa¨re Wechselwirkung zwischen stehenden
und rotierenden Gitterreihen. Diese setzt sich aus der potentialtheoretischen Stro¨mung und
dem Nachlauf, der bei der Umstro¨mung einer Schaufel entsteht, zusammen. Wesentlich be-
einﬂußt von der Instationarita¨t werden die Schaufelbelastung, die Stallgrenze, der Wa¨rmeu¨ber-
gang, der Stufenwirkungsgrad und die Akustik.
Im Rahmen dieser Arbeit wird ein System aus Stator und stromab liegendem Rotor einer Axi-
alturbine betrachtet. Es wird die Nachlaufstruktur detailliert untersucht. Diese setzt sich zum
einen aus dem Statornachlauf und zum anderen aus dem Rotornachlauf zusammen. Entschei-
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dend hierbei ist es, den Einﬂuß des Rotors auf den Statornachlauf richtig zu beschreiben, da
das rotierende Gitter den kontinuierlichen Nachlauf des Stators zerhackt. Wenn diese Inter-
aktion und der Rotornachlauf richtig beschrieben werden, ergibt sich eine Nachlaufstruktur,
die dann in einer realen Maschine auf einen stromab liegenden Stator triﬀt und mit diesem in
Interaktion tritt.
Es wird deutlich, daß die Nachlaufstruktur nicht isoliert ist im Gesamtsystem Turbine. Sie
wirkt sich unmittelbar auf andere Stro¨mungspha¨nomene aus. In diesem Zusammenhang ist
besonders die periodische Interaktion einer Proﬁlgrenzschicht mit einem Nachlauf zu nennen.
Betrachtet man die Nachlaufstruktur in Zusammenhang mit dessen Grenzschichtinteraktion,
ergibt sich der sogenannte Clocking Eﬀekt. Dieser wurde experimentell [24] festgestellt und
sagt aus, daß der Wirkungsgrad von 1,5 Axialturbinenstufen von der relativen Umfangsposition
der beiden Statoren zueinander in der Gro¨ßenordnung von einem Prozentpunkt beeinﬂußt
werden kann. Hierbei ist es notwendig, daß die beiden Statoren gleiche Teilung aufweisen.
Dieser Clocking Eﬀekt wird sowohl numerisch als auch experimentell an dem Fachgebiet Turbo-
maschinen und Fluidantriebstechnik der TU Darmstadt untersucht. In diesen Zusammenhang
ist diese Arbeit einzuordnen. Das Ziel dieser Arbeit war es, in einem ersten Schritt die Nach-
laufstruktur numerisch zu untersuchen, wie diese sich fu¨r den zweiten Stator darstellt, bevor
in einem zweiten Schritt am Fachgebiet die Interaktion des Nachlaufes mit der Grenzschicht
des zweiten Stators betrachtet wird. Im Rahmen der numerischen Beschreibung der Nachlauf-
struktur wurde auch innerhalb dieser Untersuchungen auf die Einﬂußparameter Reynoldszahl
und Turbulenzgrad eingegangen, sowie auf die Auswirkung einer Betriebspunkta¨nderung. Hier-
in kann ein wesentlicher Beitrag gesehen werden, die Physik einer Turbinenstro¨mung besser
verstehen zu lernen und Erkenntnisse fu¨r den Entwurf einer Turbomaschine zu gewinnen.
Um das genannte Ziel zu erreichen, stand fu¨r die numerische Untersuchung das kommerziel-
le CFD-Programmpaket FLUENT [15] zur Verfu¨gung. Dieses stellt ein geeignetes Werkzeug
dar. Um damit die Nachlaufstruktur einer Axialturbinenstufe und die Einﬂußparameter darauf
berechnen zu ko¨nnen, mußte in einem ersten Schritt die Modellierung dieses Stro¨mungspro-
blemes gelo¨st werden. Da die CFD sich erst in den letzten Jahren immer mehr zu einem
ernstzunehmenden Entwicklungswerkzeug im Turbomaschinenbereich entwickelt, konnte nur
sehr bedingt auf bereits Bekanntes bei der Modellierung zuru¨ckgegriﬀen werden. Es stellten
sich die Fragen:
• nach einer geeigneten Turbulenzmodellierung
• nach einer geeigneten Netzstruktur
• nach einer geeigneten Begrenzung des Stro¨mungsgebietes
Auf der Seite der Turbulenzmodellierung war zu kla¨ren, ob ein Ein- oder Zweigleichungmo-
dell nach dem Wirbelviskosita¨tsprinzip oder sogar ein lineares Reynoldspanngungsmodell in
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Verbindung mit der Standard-Wandfunktion bzw. einer Zweischichtenformulierung gewa¨hlt
werden muß. Um diese und andere Fragestellungen zu kla¨ren, wurde das Untersuchungsobjekt
Turbinenstufe schrittweise angegangen.
In dieser Arbeit werden drei Schritte unterschieden, um das Untersuchungsziel der Einﬂußfak-
toren auf den Nachlauf durch eine Stufe einer Axialturbine zu erreichen:
1. Stationa¨re Berechnung der Nachlaufstro¨mung eines Einzelproﬁles
2. Stationa¨re Berechnung der Nachlaufstro¨mung eines Schaufelgitters
3. Instationa¨re Berechnung der Nachlaufentwicklung des Statornachlaufes in der Rotorpas-
sage
4. Simulation von Einﬂußgro¨ßen auf die Nachlaufstruktur einer Stufe einer Axialturbine
Bei dieser systematischen Vorgehensweise vom Einfachen zum Schwierigen wurde darauf ge-
achtet, fu¨r die Teilprobleme experimentelle Daten zur Verfu¨gung zu haben, um eine Aussage
u¨ber die Qualita¨t der Simulationsdaten treﬀen zu ko¨nnen. Hierbei wurde auf eine Datenbank
der ERCOFTAC (European Research Community On Flow Turbulence And Combustion) und
auf experimentelle Ergebnisse, die an der RWTH Aachen gewonnen wurden, zuru¨ckgegriﬀen.
Der Zwischenschritt vom Einzelproﬁl auf das Schaufelgitter ist in Kapitel 6 dokumentiert,
das sich vorwiegend mit einem instationa¨rem Stro¨mungsproblem bescha¨ftigt. Er ist aus zwei
Gru¨nden dort zu ﬁnden. Zum einen ko¨nnen keine großen Erkenntnisse in Bezug auf die
Turbulenzmodelle im Vergleich zum Einzelproﬁl erwartet werden, und zum anderen liegen dem
2. und 3. Schritt die Daten eines Experimentes zugrunde. In diesem wurden stationa¨re und
instationa¨re Daten aufgenommen.
Fu¨r die Untersuchung der Einﬂußparameter, dem 4. Schritt, wird auf die geometrischen Daten
zuru¨ckgegriﬀen, die fu¨r den im Aufbau beﬁndlichen Versuchsstand am Fachgebiet Turboma-
schinen und Fluidantriebstechnik verwendet werden. Da jedoch von diesem Versuchsstand
noch keine experimentellen Daten vorliegen, liefert die numerische Untersuchung Daten, die
zu einem spa¨teren Zeitpunkt durch das Experiment validiert werden ko¨nnen. Es wird dieser
Vorgehensweise unterstellt, daß die
”
Kalibrierung“ der Modellierung an den zuvor untersuchten
Teilproblemen hinreichend ist, den Trend der Einﬂu¨sse Reynoldszahl und Turbulenzgrad richtig
vorherzusagen.
42 Beschreibung turbulenter Stro¨mungen
In diesem Kapitel wird ein U¨berblick der Mo¨glichkeiten gegeben, turbulente Stro¨mungen zu
beschreiben und zu berechnen. Hierbei werden die Rechenmodelle na¨her vorgestellt, die im
Rahmen dieser Arbeit verwendet wurden.
Mit dem heutigen Stand des Wissens ist es mo¨glich, die meisten Stro¨mungspha¨nomene tech-
nischer Anwendungen mit Hilfe der Erhaltungsgleichungen fu¨r Masse, Impuls und Energie zu
beschreiben. Diese ko¨nnen jedoch nur fu¨r wenige technische Problemstellungen analytisch
gelo¨st werden. Fu¨r alle weiteren Stro¨mungsprobleme mu¨ssen die beschreibenden Erhaltungs-
gleichungen numerisch behandelt werden.
Um das ganze Verhalten einer Stro¨mung vollsta¨ndig beschreiben zu ko¨nnen, mu¨ssen auch
die kleinsten Schwankungen einer Stro¨mung, die bei technisch relevanten Anwendungen meist
turbulent und damit immer stochastisch und instationa¨r sind, durch die Diskretisierung in
Raum und Zeit erfaßt werden:
• Die ra¨umliche Schrittweite muß kleiner sein als die kleinsten turbulenten Wirbel und
• die zeitliche Schrittweite muß kleiner sein als die Dauer der kleinsten Schwankungen.
Die kleinsten Turbulenzelemente sind durch das Kolmogorov-La¨ngenmaß lk gegeben. Die
gro¨ßten dagegen werden durch das Integralla¨ngenmaß L deﬁniert. Das Verha¨ltnis dieser beiden
La¨ngenmaße wird durch die turbulente Reynoldszahl wiedergegeben [16]:
L
lk
= 3 ·Re
3
4
t (2.1)
Somit ergibt sich eine Knotenanzahl fu¨r die ra¨umliche Diskretisierung, die proportional zu
27 ·Re
9
4
t ist.
Neben der ra¨umlichen Diskretisierung muß sich die zeitliche am Kolmogorovschen Mikro-
Zeitmaß tk orientieren. Die turbulente Reynoldszahl kann auch hier eine Beziehung zu einem
charakteristischen integralen Zeitmaß t herstellen [16]:
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t
tk
= 0, 3 ·Re
1
2
t (2.2)
Da die turbulenten Gro¨ßen eine sehr feine Diskretisierung in Ort und Zeit erfordern, ist es bei
der heutigen Rechenleistung i.d.R. nicht mo¨glich, die Bewegungsgleichungen fu¨r Stro¨mungs-
probleme technischer Anwendung direkt zu lo¨sen. Neben dieser direkten numerischen Simu-
lation (DNS) gibt es das Gebiet der Turbulenzmodellierung. Dieses ermo¨glicht mithilfe von
Annahmen eine gro¨bere Problemdiskretisierung und ermo¨glicht somit die Berechnung techni-
scher Stro¨mungsprobleme mit den heutigen Ressourcen an Rechnerhardware.
Innerhalb der Modellierung turbulenter Stro¨mungen mu¨ssen verschiedene Ansa¨tze unterschie-
den werden. Die bekanntesten hierbei sind:
• Statistische Turbulenzmodelle
• Large Eddy Simulation (LES)
• Pdf-Verfahren
Werden die Erhaltungsgleichungen, die eine Stro¨mung beschreiben, zeitlich gemittelt, ergibt
sich ein in der Zeit mittleres Gleichungssystem. Dieses ist nicht geschlossen. Der Informa-
tionsverlust, der durch die zeitliche Mittelung hervorgerufen wird, a¨ußert sich im Auftreten
der unbekannten Zweifachkorrelation turbulenter Schwankungsgro¨ßen uiuj. Diese Unbekann-
te wird als Reynoldsspannungstensor bezeichnet. Je nach dem, wie dieser Tensor berechnet
wird lassen sich die statistischen Turbulenzmodelle klassiﬁzieren:
• Wirbelviskosita¨tsmodelle
• Reynoldsspannungsmodelle
Diese Art der Berechnung stro¨mungstechnischer Problemstellungen ist zur Zeit am weitesten
verbreitet, was sich durch die beno¨tigte Hardwareleistung begru¨nden la¨ßt. Statitische Turbu-
lenzmodelle erfordern im Bereich der Turbulenzmodelle den geringsten Hardwareeinsatz und
laufen meist numerisch stabil. In der Hierarchie der Turbulenzmodellierung sind die statisti-
schen Modelle jedoch klar unterhalb der Grobstruktur-Simulation einzuordnen.
Eine andere Systematik liegt der Large Eddy Simulation zugrunde. Die Navier-Stokes-
Gleichungen werden in einem ersten Schritt tiefpaßgeﬁltert. Somit ergibt sich ein Gleichungs-
system mit weniger Freiheitsgraden, was eine gro¨bere Diskretisierung als bei der DNS zula¨ßt.
Modelliert werden mu¨ssen nun die Unbekannten, die bei der Filterung herausgefallen sind.
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Hierbei wird u¨berwiegend ein sehr einfaches statistisches Turbulenzmodell verwendet. Daß
diese Art der Modellierung erfolgversprechend ist, wird mit dem Argument begru¨ndet, daß
die turbulente Feinstruktur weniger anisotrop und von den Randbedingungen des Problems
unabha¨ngiger sei als die turbulente Grobstruktur [16]. Auf eben dieser Annahme der Isotropie
der kleinen Skalen beruhen die statistischen Modelle. Der Vorteil der LES durch eine bessere
Beschreibung der Physik wird durch eine ho¨here Hardwareanforderung gegenu¨ber den statisti-
schen Modellen u¨berschattet. Hierin ist der wesentliche Grund zu sehen, daß die LES noch
nicht im industriellen Einsatz ist. Dies wird sich aber mit der Leistungssteigerung der Hardware
a¨ndern.
Eine weitere Klasse der Turbulenzmodelle stellen die pdf-Verfahren dar. Diese wurden von
Pope [46] und Dopazo et al. [10] entwickelt. Pdf-Verfahren beruhen auf der Lo¨sung
der Transportgleichung der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (Probability Density Function
- PDF). Der große Vorteil einer pdf-Methode ist, daß konvektive und Quellterme im Glei-
chungssystem geschlossen auftreten. Diese Tatsache macht die Implementierung weiterer
Gleichungen fu¨r unbekannte Skalare einfach und spiegelt sich in dem Sachverhalt wieder, daß
pdf-Verfahren ha¨uﬁg eine Anwendung bei reagierenden Stro¨mungen ﬁnden. Es werden jedoch
Modelle beno¨tigt fu¨r die Terme, die den molekularen Transport wiedergeben [32].
2.1 Erhaltungsgleichungen
Die Erhaltungsgleichungen fu¨r die Masse (2.3), den Impuls (2.4) und die Energie (2.5) zur Be-
schreibung von Stro¨mungsvorga¨ngen ko¨nnen in der Eulerschen Beschreibungsweise dargestellt
werden:
∂ρ
∂t
+
∂ρui
∂xi
= 0 (2.3)
∂ρui
∂t
+
∂ρuiuj
∂xj
= − ∂p
∂xi
+
∂τij
∂xj
+ Si (2.4)
∂ρH
∂t
+
∂ρuiH
∂xj
=
∂p
∂t
+
∂τijui
∂xj
− ∂qi
∂xi
+ ρuiSi (2.5)
wobei die Dichte des Fluids mit ρ, die Geschwindigkeit in i-Richtung mit ui, mit t die Zeit
und mit xi die Raumkoordinate in i-Richtung, der statische Druck mit p, der Quellterm der
Volumenkra¨fte in i-Richtung mit Si, die Totalenthalpie mit H und der Wa¨rmstromvektor mit
qi bezeichnet wird.
Fu¨r Newtonische Fluide lautet der Spannungstensor τij:
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τij =
[
µ
(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
)]
− 2
3
µ
∂ul
∂xl
δij (2.6)
mit der molekularen Viskosita¨t µ.
Fu¨r inkompressible Fluide lassen sich diese Erhaltungsgleichungen vereinfachen. Die Annahme
der Inkompressibilita¨t ist bei Gasen gerechtfertigt, solange die Stro¨mungsgeschwindigkeit klein
ist im Vergleich zur Schallgeschwindigkeit, d.h. Ma << 1. Weiterhin kann das obige Glei-
chungssystem durch das Weglassen der Energieerhaltung (2.5) vereinfacht werden, wenn die
Temperatur nicht als Variable in einem Stro¨mungsproblem auftritt. Es ergibt sich ein verein-
fachtes System partieller Diﬀerentialgleichungen unter der Annahme konstanter Dichte ρ und
konstanter Viskosita¨t µ:
∂ui
∂xi
= 0 (2.7)
∂ui
∂t
+ uj
∂ui
∂xj
= −1
ρ
∂p
∂xi
+ ν
∂2ui
∂x2j
+
1
ρ
Si (2.8)
Das Gleichungssystem (2.7) und (2.8) beschreibt alle inkompressiblen Stro¨mungen vollsta¨ndig,
bei denen die Stoﬀeigenschaften von der Temperatur unabha¨ngig sind. Es ko¨nnen sowohl
laminare als auch turbulente Stro¨mungen sein. Der U¨bergang von der einen Stro¨mungsform
zur anderen wird durch eine kritische Reynoldszahl Rekrit gekennzeichnet. Die Reynoldszahl
ist deﬁniert als
Re =
u · L
ν
(2.9)
mit u als charakteristischer Geschwindigkeit, L als charakteristischer La¨nge und ν als kine-
matischer Viskosita¨t. Diese dimensionslose Kennzahl beschreibt das Verha¨ltnis von Tra¨gheits-
zu Za¨higkeitskra¨ften. Unterhalb einer kritischen Reynoldszahl Rekrit, die z.B. fu¨r eine Rohr-
stro¨mung bei 2.300 liegt [56], dominieren die viskosen Kra¨fte, und die Stro¨mung wird als
laminar bezeichnet. Nimmt die Reynoldszahl gro¨ßere Werte an und wird der Einﬂuß der
Tra¨gheitskra¨fte sta¨rker, so bezeichnet man den Charakter der Stro¨mung als turbulent. Tur-
bulente Stro¨mungen sind immer dreidimensional, instationa¨r, dissipativ, rotationsbehaftet und
weisen stochastisches Verhalten auf [26].
2.2 Statistische Turbulenzmodelle
Im Rahmen dieser Arbeit wurden statistische Turbulenzmodelle verwendet. Aus diesem Grund
soll im folgenden na¨her auf diese Klasse der Turbulenzmodelle eingegangen werden. Der
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Grundgedanke beruht auf der Tatsache, daß als Ergebnis einer Stro¨mungsberechnung meist
nur der zeitliche Mittelwert der gesuchten Gro¨ße von Interesse ist. Aus diesem Grunde werden
alle Gro¨ßen aufgeteilt in einen zeitlichen Mittelwert und die dazugeho¨rige Schwankungsgro¨ße.
Φ = Φ+ Φ′ (2.10)
Diese Aufteilung der Stro¨mungsgro¨ßen, in Gleichung (2.10) fu¨r eine beliebige Gro¨ße Φ gezeigt,
wurde bereits 1895 von Reynolds vorgeschlagen. Dementsprechend spricht man auch von
der Reynoldsschen Mittelung. Der Aufspaltung des Momentanwertes Φ in Mittelwert Φ und
Schwankungswert Φ′ liegt das Postulat von Reynolds zugrunde, daß statistische Mittelwerte
existieren. Turbulente Stro¨mungen weisen ha¨uﬁg stochastisch stationa¨ren Charakter auf, wo-
durch die statistische Mittelung in der Zeit oder in den homogenen Richtungen durchgefu¨hrt
werden kann[16].
Φ¯ = lim
T→∞
1
T
τ+T/2∫
τ−T/2
Φ(τ) dτ (2.11)
Triﬀt obige Voraussetzung nicht zu, dann ist Φ aus Gleichung (2.10) als Ensemble- oder
Scharmittelung zu deﬁnieren. Dies entspricht einer Mittelung u¨ber zahlreiche Wiederholungen
desselben Experiments unter gleichen a¨ußeren Bedingungen [16].
Werden die Stro¨mungsgro¨ßen aus den Gleichungen (2.7) und (2.8) der Reynoldsschen Mitte-
lungen unterworfen, kann das Gleichungssystem u¨berfu¨hrt werden in die Form
∂ui
∂xi
= 0 (2.12)
∂ui
∂t
+
∂
∂xj
(uiuj) =
∂
ρ∂xj
[
µ
(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
)
−
(
2
3
µ
∂ul
∂xl
δij
)]
− ∂p
ρ∂xi
+
∂
ρ∂xj
(−ρu′iu′j) (2.13)
Hierbei handelt es sich nun um ein zeitlich gemitteltes System partieller Diﬀerentialgleichun-
gen. Zur u¨bersichtlicheren Darstellung wurden die Mittelungsstriche in (2.12) und (2.13)
weggelassen. Dies wird auch im folgenden so gehandhabt werden.
Die Struktur des Gleichungssystems ist identisch mit dem der Momentanwerte. Es tritt ledig-
lich die zusa¨tzliche Unbekannte u
′
iu
′
j auf. Diese Korrelation der Schwankungswerte wird als
Reynoldsspannungstensor bezeichnet. In diesem liegt die Information, die durch die zeitliche
Mittelung den Momentanwerten entzogen wurde. Das Gleichungssystem (2.12) und (2.13) ist
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nicht geschlossen, da der Reynoldsspannungstensor bestimmt werden muß. Dies wird allge-
mein als Schließungsproblematik der Turbulenz bezeichnet. Um dieses Problem zu lo¨sen, gibt
es verschiedene Ansa¨tze:
• Modellierung des unbekannten Tensors u′iu′j
• Bestimmung einer Erhaltungsgleichung fu¨r den Reynoldsspannungstensor
Wird der Reynoldsspannungstensor direkt unter Verwendung des Wirbelviskosita¨tsprinzips nach
Boussinesq [4] modelliert, spricht man vonWirbelviskosita¨tsmodellen, auf die noch na¨her
eingegangen wird. Es ist jedoch mo¨glich, aus den Navier-Stokes Gleichungen eine exakte Er-
haltungsgleichung fu¨r die wiederum unbekannte Korrelation u
′
iu
′
j herzuleiten. In dieser treten
dann unbekannte Terme ho¨herer Ordnung auf, fu¨r die wiederum exakte Erhaltungsgleichungen
aufgestellt werden ko¨nnen. Diese Vorgehensweise la¨ßt sich beliebig fortsetzen und fu¨hrt zu
unbekannten Termen immer ho¨herer Ordnung. Die sich so ergebende Hierarchie von partiellen
Diﬀerentialgleichungen muß an einer Stelle abgebrochen werden. Von Reynoldsspannungs-
modellen spricht man, wenn die unbekannten Terme ab zweiter Ordnung modelliert werden.
Die Hierarchie der statistischen Modelle la¨ßt sich nach Jones [59] in folgender U¨bersicht
zusammenfassen:
Reynolds-Spannungs-Modell
Algebraisches k-ε-Modell
Standard-k-ε-Modell
Eingleichungs-k-Modell
Nullgleichungs-
Mischungsweg-Modell
❄
❄
❄
❄
k ∼ l2 (∂U
∂x
)2
ε = k
3
2
L
lok. Gleichgewicht
P ≈ ε
uiuj
k
≈ konstant
✛
✛
✛
✛
Abb. 2.1: Hierarchie der Modellierungsebenen nach Jones
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2.2.1 Wirbelviskosita¨tsmodelle
Wirbelviskosita¨tsmodelle lo¨sen das Schließungsproblem der Turbulenz durch eine direkte Mo-
dellierung des Reynoldsspannungstensors. Sie basieren hierbei auf der Annahme der Analogie
zwischen den viskosen und den turbulenten Spannungen. Diese ﬁndet ihren Ausdruck in der
Formulierung, die bereits 1877 von Boussinesq aufgestellt wurde. Er geht davon aus, daß
die Reynoldsspannungen sich analog zu den viskosen Spannungen proportional zu der Scher-
rate bestimmen lassen. Hierfu¨r wird eine turbulente Viskosita¨t µt eingefu¨hrt. Diese ist jedoch
im Gegensatz zu ihrem viskosen Analogon keine Stoﬀgro¨ße, sondern ist eine im Stro¨mungsfeld
Vera¨nderliche. Der Wirbelviskosita¨ts- oder auch Gradientenﬂußansatz kann allgemein formu-
liert werden.
−ρu′iu′j = µt
(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
)
− 2
3
ρkδij (2.14)
Die turbulente kinetische Energie wird mit k bezeichnet und ist nach Gleichung (2.15) deﬁniert.
k =
1
2
(u
′
iu
′
i) (2.15)
Unter Verwendung des Gradientenﬂußansatzes zur Modellierung des Reynoldsspannungstensors
ergibt sich die turbulente Viskosita¨t als weitere Unbekannte. Diese wird auf der Annahme der
Gleichgewichtsturbulenz bestimmt, d.h. sowohl ein charakteristisches Zeitmaß als auch ein
charakteristisches La¨ngenmaß ist ausreichend zur Beschreibung der turbulenten Detailstruktur.
Es kommt hinzu, daß die Isotropie der kleinen Skalen vorausgesetzt wird.
Eine Einteilung der Wirbelviskosita¨tsmodelle kann vorgenommen werden nach der Anzahl der
zu den gemittelten Navier-Stokes Gleichungen hinzukommenden, partiellen Diﬀerentialglei-
chungen:
• Nullgleichungsmodell
• Eingleichungsmodell
• Zweigleichungsmodell
Neben den Wirbelviskosita¨tsmodellen, die auf der Annahme von Boussinesq beruhen und
damit nur lineare Terme zur Berechnung des Reynoldsspannungstensors beru¨cksichtigen, gibt
es auch nichtlineare Wirbelviskosita¨tsmodelle. Wie der Name schon verdeutlicht, verwenden
diese Turbulenzmodelle auch Terme ho¨herer Ordnung. Da derartige Modelle in dieser Arbeit
nicht fu¨r Berechnungen benutzt wurden, sei an dieser Stelle auf Bauer [1] verwiesen, der in
seiner Dissertation einen guten U¨berblick dieser nichtlinearen Turbulenzmodelle bietet.
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Innerhalb der Klasse der Wirbelviskosita¨tsmodelle beschreiben die Nullgleichungsmodelle
die unterste Hierarchieebene. Die unbekannte Wirbelviskosita¨t µt wird durch bekannte Gro¨ßen
der gemittelten Impulsgleichungen bestimmt, ohne daß eine weitere partielle Diﬀerentialglei-
chung gelo¨st wird. Um diese Berechnungsansa¨tze fu¨r die Reynoldsspannung herzuleiten, gibt
es verschiedene Entwicklungsmethoden, z.B. Dimensionsanalyse und pha¨nomenologische Be-
trachtungen [26].
Das bekannteste Nullgleichungsmodell ist sicherlich der Prandtl’sche Mischungswegansatz. Die
Gro¨ße µt wird direkt in Beziehung gesetzt zu denen des Hauptstro¨mungsfeldes.
µt = ρl
2
m
∣∣∣∣∂u∂y
∣∣∣∣ (2.16)
Es muß nun der Mischungsweg lm empirisch bestimmt werden. Die Mischungsweghypothese
ist wie die Nullgleichungsmodelle im allgemeinen ein sehr einfaches und damit wirtschaftliches
Turbulenzmodell. Es mu¨ssen keine weiteren Diﬀerentialgleichungen gelo¨st werden. Fu¨r einfa-
che Scherstro¨mungen kann diese Modellart sehr erfolgreich eingesetzt werden. Der Nachteil
ist aber der notwendige empirische Input, der stro¨mungsabha¨ngig ist. Ebenso fehlt die Beru¨ck-
sichtigung des Transportes von Turbulenz. Daher ist die Hypothese von Prandtl nur gu¨ltig,
wenn die Turbulenz im lokalen Gleichgewicht ist [49], und nur in Ausnahmefa¨llen in der Praxis
einsetzbar.
Erstmals 1945 postulierte Prandtl ein Turbulenzmodell, in dem die turbulente Viskosita¨t
von der turbulenten kinetischen Energie k abha¨ngt. Er schlug eine zusa¨tzliche partielle Dif-
ferentialgleichung fu¨r k vor. Dies charakterisiert alle Eingleichungsmodelle, die den Turbu-
lenztransport durch eine zusa¨tzliche Transportgleichung fu¨r den lokalen Geschwindigkeitsmaß-
stab beru¨cksichtigen. Gegenu¨ber den Nullgleichungsmodellen werden die Reynoldsspannungen
durch die
”
Stro¨mungsvergangenheit“ beeinﬂußt. Bei dieser Klasse von Turbulenzmodellen
wird zwar eine zusa¨tzliche Transportgleichung fu¨r k gelo¨st, um das turbulente Zeitmaß TE
nach Gleichung (2.17) zu bestimmen, wird jedoch noch die Mischungsla¨nge l beno¨tigt, die
empirisch ermittelt werden muß.
TE =
l√
k
(2.17)
Zweigleichungsmodelle lo¨sen zwei weitere Transportgleichungen. Sie sind innerhalb der
Turbulenzmodellierung die niedrigste Hierarchieebene, auf der das turbulente Zeit- und ein
chararkteristisches La¨ngenmaß im gesamten Stro¨mungsfeld von den Stro¨mungsgro¨ßen berech-
net werden. Es wird wie bereits bei den Eingleichungsmodellen eine Transportgleichung fu¨r
k gelo¨st, um den Geschwindigkeitsmaßstab
√
k zu erhalten. Durch das Aufstellen einer wei-
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teren partiellen Diﬀerentialgleichung ist es mo¨glich, das turbulente Zeit- und La¨ngenmaß zu
bestimmen.
Die zweite Gleichung kann z.B. fu¨r die charakteristische Frequenz ω der energietragenden,
großskaligen Schwankungsbewegungen aufgestellt werden. Am bekanntesten ist aber, die
zweite Gleichung fu¨r die Dissipationsrate ε der kinetische Turbulenzenergie zu lo¨sen. Es ergibt
sich das k − ε Modell. Die Zeit- und La¨ngenmaße werden berechnet wie folgt:
l =
k
3
2
ε
(2.18)
TE =
k
ε
(2.19)
Aus dieser Gesamtheit der Wirbelviskosita¨tsmodelle wurden diejenigen fu¨r diese Arbeit aus-
gewa¨hlt, die fu¨r die Problemstellung der Proﬁlnachlaufsimulation am erfolgsversprechensten
sind:
• Eingleichungsmodell nach Spalart und Allmaras
• Standard k − ε Modell
• Realizeable k − ε Modell
• RNG k − ε Modell
Neben den Zweigleichungsmodellen wurde auch ein Eingleichungsmodell ausgesucht, da dieses
bereits erfolgreich fu¨r Turbomaschinenstro¨mungen angewendet wurde [62].
2.2.1.1 Eingleichungsmodell nach Spalart und Allmaras
Das Eingleichungsmodell von Spalart und Allmaras [55], im weiteren wird es auch kurz
als SA-Modell bezeichnet, wurde 1992 vero¨ﬀentlicht. Es ist damit eines der neuesten Einglei-
chungsmodelle. Da es fu¨r aerodynamische Stro¨mungen entwickelt wurde, verspricht es gute
Ergebnisse fu¨r die Beschreibung der Innenstro¨mung einer Turbinenstufe.
Als zusa¨tzliche Gleichung neben den gemittelten Impulsgleichungen wird eine Transportglei-
chung fu¨r eine modiﬁzierte Form ν˜t der turbulenten kinematischen Viskosita¨t νt gelo¨st. Der
Zusammenhang beider Gro¨ßen ist in nachstehender Gleichung beschrieben:
νt = ν˜tf1 (2.20)
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Hierbei bezeichnet f1 eine Da¨mpfungsfunktion. Diese stellt sicher, daß die Modiﬁkation der
turbulenten Viskosita¨t nur außerhalb der wandnahen Schicht, die durch die Viskosita¨t dominiert
ist, wirksam wird. Die Da¨mpfungsfunktion ist gegeben als
f1 =
(
ν˜t
νt
)3
(
ν˜t
νt
)3
+ C3v1
(2.21)
Cv1 ist eine Modellkonstante. Fu¨r die turbulente Viskosita¨t ν˜t wurde von Spalart und Allmaras
die Transportgleichung (2.22) fu¨r den inkompressiblen Fall aufgestellt:
Dν˜t
Dt
= Gν˜t +
1
σν˜t
[
∂
∂xj
{
(ν + ν˜t)
∂ν˜t
∂xj
}
+ Cb2
(
∂ν˜t
∂xj
)2]
− Yν˜t (2.22)
Mit Gν˜t wird die Produktion von ν˜t und mit Yν˜t die Dissipation eben dieser im wandnahen
Bereich aufgrund von Einﬂu¨ssen der Wandversperrung und der viskosen Da¨mpfung bezeichnet.
σν˜t und Cb2 sind weitere Modellkonstanten.
Der Produktionsterm Gν˜t wird nach Gleichung (2.23) modelliert.
Gν˜t = Cb1S˜ν˜t (2.23)
Die Gro¨ße Cb1 ist eine weitere Konstante und S˜ wird durch Gleichung (2.24) beschrieben.
S˜ = S +
ν˜t
κ2d2
fv2 (2.24)
Mit d wird der Wandabstand bezeichnet, und κ ist die von Ka´rma´n Konstante. Die Funktion
fv2 wird nach Gleichung (2.25) bestimmt, mit χ als Verha¨ltnis von ν˜t zu νt.
fv2 = 1− χ
1 + χfv1
(2.25)
Nach Spalart und Allmaras wird die Gro¨ße S aus dem Rotationstensor bestimmt. Da dies
dazu fu¨hren kann, daß die Produktion der eddy viscosity zu groß berechnet wird, wurde in
dieser Arbeit eine Modiﬁkation verwendet, die von Dacles-Mariani, Zilliac, Chow und
Bradshaw [6] vorgeschlagen wurde. Diese beru¨cksichtigt neben dem Rotationstensor Ωij
auch den Deformationsgeschwindigkeitstensor Sij.
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Mit
Sij =
1
2
(
∂uj
∂xi
+
∂ui
∂xj
)
(2.26)
Ωij =
1
2
(
∂uj
∂xi
− ∂ui
∂xj
)
(2.27)
ergibt sich fu¨r S nach [6]
S =
√
2ΩijΩij + 2, 0 ·min(0,
√
SijSij −
√
ΩijΩij) (2.28)
Die Dissipation der Wirbelviskosita¨t Yν˜t wird nach Gleichung (2.29) modelliert.
Yν˜t = Cw1fw
(
ν˜t
d
)2
(2.29)
Hierbei wird die Funktion fw nach untenstehenden Gleichungen bestimmt.
fw = g
[
1 + C6w3
g6 + C6w3
] 1
6
(2.30)
g = r + Cw2(r
6 − r) (2.31)
r =
ν˜t
S˜κ2d2
(2.32)
Cw1, Cw2 und Cw3 sind weitere Modellkonstanten. In nachfolgender Zusammenstellung wird
eine U¨bersicht aller Modellkonstanten des Eingleichungsmodells nach Spalart und Allmaras
gegeben.
σb1 = 0, 1335 σb2 = 0, 622 σµ˜t =
2
3
Cw1 =
Cb1
κ2
+ (1+
Cb2
σν˜t
) Cw2 = 0, 3 Cw3 = 2, 0
Cv1 = 7, 1 κ = 0, 41
Diese Modellierung nach Spalart und Allmaras la¨ßt eine Berechnung des Stro¨mungsfeldes bis
zur Wand zu. Sie ist nicht eingeschra¨nkt auf Stro¨mungsbereiche mit hohen Reynoldszahlen.
Da dieses Modell auch fu¨r niedrige Reynoldszahlen gu¨ltig ist, kann von einer low-Re Version
des Eingleichungsmodells gesprochen werden.
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2.2.1.2 Standard k − ε Modell
Das k− ε Modell ist das bekannteste Zweigleichungsmodell, und es ist das meist genutzte im
kommerziellen Bereich. Gru¨nde hierfu¨r liegen sicherlich im Kosten-Nutzen Vergleich. Hierbei
sind unter Kosten die Rechenzeit und die Hardwareanforderungen zu sehen, und als Nutzen
kann die Qualita¨t der Rechenergebnisse bezeichnet werden. Hinzu kommt eine hohe nume-
rische Stabilita¨t dieses Modells, die nicht unterscha¨tzt werden darf, wenn Turbulenzmodelle
beurteilt werden.
Das Standard k − ε Modell, so wie es von Launder und Spalding [35] vorgeschlagen
wurde, ist ein halbempirisches Turbulenzmodell, das eine Transportgleichung fu¨r die turbulente
kinetische Energie und eine fu¨r deren Dissipation lo¨st. Bei der Modellierung einzelner Terme
wird angenommen, daß eine voll turbulente Stro¨mung vorliegt und Einﬂu¨sse der molekularen
Viskosita¨t vernachla¨ssigbar sind. Somit kann dieses Modell, so wie es hier vorgestellt wird, im
wandnahen Bereich nicht sinnvoll eingesetzt werden.
Die beiden zusa¨tzlichen Transportgleichungen neben den gemittelten Impulsgleichungen stellen
sich fu¨r den inkompressiblen Fall wie folgt dar:
∂k
∂t
+ ui
∂k
∂xi
=
∂
∂xi
[(
ν +
νt
σk
)
∂k
∂xi
]
+ Pk − ε (2.33)
∂ε
∂t
+ ui
∂ε
∂xi
=
∂
∂xi
[(
ν +
νt
σε
)
∂ε
∂xi
]
+ C1ε
ε
k
Pk − C2ε ε
2
k
(2.34)
Mit Pk wird die Produktionsrate der turbulenten kinetischen Energie bezeichnet, und C1ε, C2ε,
σk, σε sind Modellkonstanten. Die Produktion wird unter der Annahme von Boussinesq nach
Gleichung (2.35) modelliert.
Pk = 2νtSijSij (2.35)
Hierbei ist Sij nach Gleichung (2.26) deﬁniert.
Aus den oben beschriebenen Gleichungen kann nun die turbulente Viskosita¨t mit der Modell-
konstanten Cµ bestimmt werden und zur Bestimmung des Reynoldsspannungstensors unter
der Annahme von Boussinesq verwendet werden.
νt = Cµ
k2
ε
(2.36)
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Die Werte der Modellkonstanten sind experimentell bestimmt worden.
σk = 1, 0 σε = 1, 3 Cµ = 0, 09
C1ε = 1, 44 C2ε = 1, 92
Eine bekannte Schwa¨che dieses Modells ist die U¨berproduktion turbulenter kinetischer Energie
in einer Staupunktstro¨mung. Diese beruht auf der Tatsache, daß die Stro¨mung im Bereich
eines Staupunktes nicht mehr von der Scherung dominiert ist, wofu¨r das k−ε Modell kalibriert
ist. Die Dominanz der Normalkomponenten des Reynoldsstresstensors wird nicht physikalisch
richtig wiedergegeben. Diese Unzula¨nglichkeit dieses Turbulenzmodells ist von hoher Relevanz
bei der Berechnung einer Turbinenstufe. Eine Modiﬁkation des Produktionsterms Pk, die von
Kato und Launder [29] vorgeschlagen wurde, verhindert dies.
Der exakte Produktionsterm Pexakt der turbulenten kinetischen Energie k lautet:
Pexakt = −u′iu′j
∂ui
∂xj
(2.37)
Mit der Annahme von Boussinesq ergibt sich ein Produktionsterm Pk so, wie es das k − ε
Modell vorschla¨gt:
Pk = 2νtSijSij (2.38)
Die A¨nderung von Kato und Launder bezieht den Rotationstensor Ωij, wie er in Gleichung
(2.27) deﬁniert ist, in der Bestimmung des Produktionstermes von k mit ein:
PKL = νt
√
2Sij
√
2Ωij (2.39)
Im Bereich der Hauptstro¨mung rufen die beiden unterschiedlich modellierten Produktionsterme
von k keine verschiedenen Ergebnisse hervor. Anders jedoch im Bereich eines Staupunktes.
Nach [56] ist das Potential Φ einer stationa¨ren ebenen Staupunktstro¨mung:
Φ =
a
2
(x2 − y2) (2.40)
Daraus ergibt sich:
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∂ui
∂xj
= a
[
1 0
0 −1
]
Sij = a
[
1 0
0 −1
]
Ωij = 0 (2.41)
Mit diesen Ergebnissen ko¨nnen nun die verschiedenen Produktionsterme von k ausgewertet
werden:
Pexakt = u
′
iu
′
j
∂ui
∂xj
= a[v′v′ − u′u′ ] (2.42)
Pk = νta
2 (2.43)
PKL = 0 (2.44)
Mit der Annahme, daß die Anisotropie des Reynoldsstresstensors klein ist, ist die Kato-Launder
Modiﬁkation sicherlich dem Standard k − ε Produktionsterm u¨berlegen.
2.2.1.3 Realizable k − ε Modell
Ein weiteres Zweigleichungsmodell ist das realizable k−ε Modell nach Shih et al. [53]. Dieses
ist aus dem Standard Modell entwickelt worden und lo¨st die identische Transportgleichung fu¨r
die turbulente kinetische Energie k (2.33). Als Weiterentwicklung wird eine neue Transport-
gleichung fu¨r die Dissipation ε eingefu¨hrt, und die Wirbelviskosita¨t µt wird mit Cµ berechnet.
Daher ist Cµ eine Variable und keine Konstante wie im Standard k − ε Modell.
Mit diesen beiden Modella¨nderungen sollen zwei bekannte Unzula¨nglichkeiten des Standard
Modells behoben werden:
• Die neu modellierte ε-Gleichung fu¨hrt zu einer deutlichen Verbesserung der Berechnung
der Ausbreitungsrate eines runden Freistrahles [53].
• Mit dem Einfu¨hren der Gro¨ße Cµ als Variable wird sichergestellt, daß die turbulen-
ten Normalspannungen nicht negativ werden ko¨nnen. Dies fu¨hrt zu einer Erho¨hung der
Verla¨ßlichkeit bzw. der U¨bereinstimmung mit der Physik des Turbulenzmodelles. Ausge-
dru¨ckt wird dieser Sachverhalt durch den Zusatz realizable in der Bezeichnung realizable
k − ε Modell.
Die modiﬁzierte Transportgleichung fu¨r ε ist in Gleichung (2.45) gegeben.
∂ε
∂t
+ ui
∂ε
∂xi
=
∂
∂xi
[(
ν +
νt
σε
)
∂ε
∂xi
]
+ C1ε
√
2SijSij − C2 ε
2
k −√νε (2.45)
mit
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C1 = max
[
0, 43,
η
η + 5
]
, η =
k
√
2SijSij
ε
Die zweite Modellverbesserung verhindert den Fehler, daß turbulente Normalspannungen ne-
gativ berechnet werden. Nach dem Standard k − ε Modell wird z.B.
u′2 =
2
3
k − 2νt∂u
∂x
(2.46)
berechnet. Es ist unmittelbar einsichtig, daß die Normalspannung u2, die per Deﬁnition positiv
ist, negativ werden kann sobald der Gradient ∂u
∂x
eine gewisse Grenze u¨berschreitet. Dieser ist
in der Ungleichung (2.47) beschrieben.
k
ε
∂u
∂x
≥ 1
3Cµ
(2.47)
Damit sichergestellt ist, daß diese Ungleichung erfu¨llt ist, wird νt weiterhin wie im Standard
k − ε Modell bestimmt mit der A¨nderung, daß Cµ nun eine variable Gro¨ße ist.
νt = cµ
k2
ε
(2.48)
Cµ =
1
4, 04 + AU
∗k
ε
(2.49)
Hierbei ist
A =
1
3
arccos
(√
6
SijSjkSki√
SijSij
)
U∗ =
√
SijSij + (Ωij − 2@ijkωk)(Ωij − 2@ijkωk)
Es ist ersichtlich, daß die Gro¨ße Cµ nun eine Funktion der Scherung, Rotation und der Tur-
bulenz ist. Es kann gezeigt werden, daß diese Modiﬁkation sich positiv auswirkt auf die
Produktion von k im Staupunkt einer Proﬁlumstro¨mung. Da die Physik der Stro¨mung in die-
sem Punkt besser beschrieben wird, d.h. negative turbulente Normalspannungen vermieden
werden, tritt die Schwa¨che des Standard k − ε Modells mit der U¨berproduktion nicht auf.
Die Modellkonstanten sind bestimmt zu folgenden Werten:
σk = 1, 0 σε = 1, 2 C2 = 1, 9
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2.2.1.4 RNG k − ε Modell
Das Renormalization Group (RNG) k−ε Modell von Yakhot und Orszag [64] ist ebenfalls
ein Zweigleichungsmodell, das eine Transportgleichung fu¨r die turbulente kinetische Energie als
auch fu¨r die Dissipation ε lo¨st. Als Ausgangspunkt fu¨r die Modellentwicklung dienen jedoch
nicht die reynoldsgemittelten Navier-Stokes Gleichungen, sondern die der Momentanwerte.
Aus diesen werden die Bewegungsgleichungen mittels der RNG-Theorie fu¨r das RNG k − ε
Modell hergeleitet. Die Grundidee hierbei ist, von den Bewegungsgleichungen der Momen-
tanwerte iterativ enge Frequenzba¨nder abzuspalten um neue Gleichungen fu¨r die verbleiben-
den Variablen zu erhalten. Es wird diesem Vorgehen zugrunde gelegt, daß die Annahme der
Gleichfo¨rmigkeit der kleinen Skalen zula¨ssig ist, d.h. ein Zeit- und ein La¨ngenmaß reichen aus,
um die kleinen Skalen im gesamten Stro¨mungsfeld zu beschreiben. Als weitere grundlegende
Annahme kommt hinzu, daß die Skalierbarkeit gegeben sein muß. Einen tieferen Einblick in
die RNG-Theorie bietet [40].
Als Transportgleichungen fu¨r die turbulenten Gro¨ßen k und ε ergeben sich nach oben beschrie-
bener Vorgehensweise fu¨r den Fall konstanter Dichte folgende Gleichungen.
∂k
∂t
+ ui
∂k
∂xi
=
∂
∂xi
[
αk (νt + ν)
∂k
∂xi
]
+ νt S
2 − ε (2.50)
∂ε
∂t
+ ui
∂ε
∂xi
=
∂
∂xi
[
αε (νt + ν)
∂ε
∂xi
]
+ C1ε
ε
k
νt S
2 − C2ε ε
2
k
−R (2.51)
C1ε, C2ε, αk und αε sind Modellkonstanten. S ist hierbei die 2-fache zweite Invariante des
Deformationsgeschwindigkeitstensors Sij aus Gleichung (2.26).
S = 2SijSij (2.52)
Die eddy viscosity νt wird identisch zum Standard k − ε Modell nach Gleichung (2.36) be-
stimmt mit Cµ als weiterer Modellkonstanten. Beim Vergleich mit dem Standard k−ε Modell
fa¨llt eine sehr große A¨hnlichkeit beider Turbulenzmodelle auf, die sich aus zwei verschiedenen
Ansa¨tzen ergeben haben. Der Hauptunterschied liegt in dem in Gleichung (2.51) zusa¨tzlich
auftauchenden Quellterm R.
R =
Cµρ (
Sk
ε
)3 (1− Sk
4,38 ε
)
1 + 0.012 (Sk
ε
)3
ε2
k
(2.53)
Der Einﬂuß dieses weiteren Quelltermes R in der ε-Gleichung kann veranschaulicht werden,
wenn dieser in die Gro¨ße C2ε mit aufgenommen wird, so daß gleich zum Standard k−ε Modell
nur noch ein Dissipationsterm existiert.
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C2ε
ε2
k
+R = C∗2ε
ε2
k
(2.54)
C∗2ε = C2ε +
Cµρ (
Sk
ε
)3 (1− Sk
4,38 ε
)
1 + 0.012 (Sk
ε
)3
Es ist somit anschaulich, daß der Dissipationsterm in Gleichung (2.51) neben den Gro¨ßen
k und ε auch von der Scherrate beeinﬂußt wird. Dies hat eine ho¨here Empﬁndlichkeit auf
Stromlinienkru¨mmung im Vergleich zum Standard-Modell zur Folge. Eine U¨berlegenheit des
RNG-Modelles la¨ßt sich aber aus der Theorie nicht ableiten. Diese ist lediglich durch die
Ergebnisse aus ihrer Anwendung abgesichert [40], und diese zeigen, daß in manchen Fa¨llen
das eine Modell besser ist und bei anderen Stro¨mungsverha¨ltnissen das andere. Siehe hierzu
z.B. [37].
Die Modellkonstanten werden nicht experimentell bestimmt, sondern lassen sich ebenfalls aus
der RNG-Theorie ableiten. Sie sind im folgenden zusammengestellt.
Cµ = 0, 0845 C1ε = 1, 42 C2ε = 1, 68
αk = 1, 393 αε = 1, 393
2.2.2 Reynoldsspannungsmodelle
Reynoldsspannungsmodelle (RSM) basieren im Gegensatz zu den Wirbelviskosita¨tsmodellen
nicht auf der Annahme vonBoussinesq zur Bestimmung des Reynoldsspannungstensors. Das
Schließungsproblem der Turbulenz wird auf einer ho¨heren Ebene gelo¨st. Es wird aus den Navier-
Stokes Gleichungen eine Transportgleichung fu¨r den unbekannten Reynoldsspannungstensor
abgeleitet. Diese hat folgende exakte Form:
∂
∂t
(u
′
iu
′
j) + uk
∂
∂xk
(u
′
iu
′
j) =︸ ︷︷ ︸
Konvektiver Transport
− ∂
∂xk
[
(u
′
iu
′
ju
′
k) +
p′
ρ
(δkju
′
i + δiku
′
j)− ν
∂
∂xk
(u
′
iu
′
j)
]
︸ ︷︷ ︸
Diﬀusiver Transport
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−
[
u
′
iu
′
k
∂uj
∂xk
+ u
′
ju
′
k
∂ui
∂xk
]
︸ ︷︷ ︸
Pij = Produktion (2.55)
+
p′
ρ
[
∂u
′
i
∂xj
+
∂u
′
j
∂xi
]
︸ ︷︷ ︸
Πij = Druck-Scher-Korrelation
− 2ν
[
∂u
′
i
∂xk
∂u
′
j
∂xk
]
︸ ︷︷ ︸
εij = Dissipation
Es tauchen nun die unbekannten Terme der Dissipation εij, der Druck-Scher-Korrelation Πij
und des turbulenten Transportes Cijk auf. Als turbulenter Transport ist hierbei deﬁniert:
Cijk = u
′
iu
′
ju
′
k + p
′u
′
iδjk + p
′u
′
jδik (2.56)
Auf welche Weise diese drei Terme modelliert werden, klassiﬁziert die einzelnen Reynoldsspan-
nungsmodelle. Eine wesentliche Unterscheidung hierbei ist die Modellierungsart der Druck-
Scher-Korrelation. Diese kann mit nur linearen oder aber auch mit nichtlinearen Termen
durchgefu¨hrt werden. Dementsprechend wird von einem linearen bzw. nichtlinearen RSM ge-
sprochen. Durch das Miteinbeziehen nichtlinearer Terme wird eine ho¨here Modellgenauigkeit
erreicht. Dies fu¨hrt auf der anderen Seite aber zu einem ho¨heren numerischen Aufwand.
RSM sind aufgrund der ho¨heren Modellierungsebene den Wirbelviskosita¨tsmodellen u¨berlegen.
Sie bilden die Physik besser ab. Im Gegensatz zu den Null-, Ein- und Zweigleichungsmodellen
ko¨nnen die RSM anisotrope Turbulenzstrukturen erfassen.
Aus der Vielzahl der existierenden Reynoldsspannungsmodelle wird im folgenden auf die Mo-
dellierung der drei unbekannten Terme eingegangen, die im Rahmen dieser Arbeit verwendet
wurden. Als Annahme bei der Modellierung werden Stro¨mungsgebiete hoher Reynoldszah-
len vorausgesetzt. Die entwickelten Berechnungsmo¨glichkeiten fu¨r die drei oben genannten
unbekannten Terme sind deshalb nicht in Wandna¨he gu¨ltig.
Im Term fu¨r den diﬀusiven oder auch turbulenten Transport in Gleichung (2.55) werden die
Drucktransportterme vernachla¨ssigt, da sie fernab fester Wa¨nde von untergeordneter Bedeu-
tung sind. Die verbleibenden Terme werden nach Daly und Harlow [7] entsprechend einem
tensoriellen Gradientenﬂußansatz modelliert. In dem benutzten CFD-Code ist eine vereinfach-
te Form davon nach einem Vorschlag von Launder, Reece und Rodi [34] in Gleichung
(2.57) implementiert.
− ∂
∂xk
[
(u
′
iu
′
ju
′
k) +
p′
ρ
(δkju
′
i + δiku
′
j)− ν
∂
∂xk
(u
′
iu
′
j)
]
=
∂
∂xk
(
νt
σk
∂(u
′
iu
′
j)
∂xk
)
(2.57)
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Die Druck-Scher-Korrelation Πij wird in einen Return-Term oder auch Slow-Term, der die
Ru¨ckkehr zur Isotropie beschreibt, und einen Rapid-Term, der die Interaktion zwischen den
mittleren Stro¨mungsgro¨ßen und den turbulenten Gro¨ßen beschreibt, aufgeteilt.
Die Druck-Scher-Korrelation kann nach [34] modelliert werden. Die entsprechende Gleichung
ist in (2.58) gegeben mit P = 1
2
Pii, der halben Spur des Produktionsterms Pij.
p′
ρ
[
∂u
′
i
∂xj
+
∂u
′
j
∂xi
]
= −C1 ε
k
[
u
′
iu
′
j −
2
3
δijk
]
− C2
[
Pij − 2
3
δijP − Sij
]
(2.58)
Da bei der Modellierung der Druck-Scher-Korrelation keine Terme ho¨herer Ordnung als eins
verwendet werden, kann hier von einem linearen RSM gesprochen werden.
Um den Term der Dissipation εij modellieren zu ko¨nnen, wird die Annahme lokaler Isotropie
getroﬀen. Fu¨r den Dissipationsterm ergibt sich somit vereinfacht die Gleichung (2.59). ε wird
aus der Transportgleichung (2.34) des Standard k − ε Modells berechnet.
2ν
∂u
′
i
∂xk
∂u
′
j
∂xk
=
2
3
δijε (2.59)
Die Modellkonstanten sind nachstehend aufgefu¨hrt:
C1 = 1, 8 C2 = 0, 6
2.3 Wandbehandlung
Dem wandnahen Bereich kommt im Rahmen der Turbulenzmodellierung eine große Bedeutung
zu. Die Stro¨mung in Wandna¨he ist gekennzeichnet durch einen großen Geschwindigkeitsgra-
dienten, bedingt durch die Haftbedingung an der Wand und besonders durch den U¨bergang
von hohen Reynoldszahlen in der Kernstro¨mung, in der die Reibung im Vergleich zur Turbulenz
vernachla¨ssigt werden kann, zu kleinen Reynoldszahlen in unmittelbarer Wandna¨he, in der die
Reibung eine wesentliche Rolle spielt. Dieser U¨bergangsbereich der Stro¨mung von der Wand
zum Kern wird als Grenzschicht bezeichnet. Diese muß geeignet modelliert werden, um Aus-
sagen u¨ber entscheidende Stro¨mungspha¨nomene wie Ablo¨sung, Transition, Relaminarisierung
u.a. treﬀen zu ko¨nnen.
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Bei den oben beschriebenen Turbulenzmodellen wurde bei der Modellierung der unbekannten
Terme immer die Voraussetzung großer Reynoldszahlen getroﬀen. Lediglich das Eingleichungs-
modell nach Spalart undAllmaras verzichtete auf diese Vereinfachung. Da die genannten
Turbulenzmodelle in ihrer beschriebenen Form nicht im wandnahen Bereich gu¨ltig sind, muß
dieses Stro¨mungsgebiet eine andere Modellierung erfahren. Die wichtigsten hierbei sind:
• Wandfunktion
• 2-Schichten Modell
• Low-Re Erweiterung
2.3.1 Standard-Wandfunktion
Um die Grenzschicht mit ihren großen Gradienten auﬂo¨sen zu ko¨nnen, muß die Knotendichte
des numerischen Rechennetzes entsprechend groß sein. Ebenfalls muß bei der Modellierung
auf Eﬀekte niedriger Reynoldszahlen, sog. low-Re Eﬀekte, eingegangen werden. Dies kann
mit der Verwendung einer Wandfunktion vermieden werden,die eine Verbindung zwischen der
Stro¨mungsgeschwindigkeit und der Wandschubspannung herstellt. Es wird der Stro¨mungsbe-
reich in unmittelbarer Wandna¨he u¨berbru¨ckt und somit das rechenintensive Gebiet vermieden.
Werden fu¨r eine ebene, stationa¨re Stro¨mung die Annahmen
• abha¨ngige Variablen a¨ndern sich nur langsam in Stro¨mungsrichtung
• keine Wandkru¨mmung
• kein Druckgradient la¨ngs der Wand
vorausgesetzt, kann ein universelles logarithmisches Wandgesetz aus den gemittelten Impuls-
gleichungen abgeleitet werden, das fu¨r turbulente Stro¨mungen den wandnahen Bereich abbil-
det.
u
uτ
=
1
κ
ln(y+) +B (2.60)
Hierbei bezeichnet uτ =
√
τw
ρ
die Wandschubspannungsgeschwindigkeit, u die mittlere Stro¨-
mungsgeschwindigkeit parallel zur Wand und y+ = uτ
ν
y den dimensionslosen Wandabstand.
Eine ausfu¨hrliche Herleitung und die Angabe der u¨blichen Werte fu¨r die Konstanten von κ ≈
0, 4 und B ≈ 5 ko¨nnen in [56] nachgelesen werden. Das reale Geschwindigkeitsproﬁl setzt sich
aus einer viskosen Unterschicht, einem U¨bergangsbereich und dem logarithmischen Bereich
zusammen.
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Um die Turbulenzgro¨ßen k und ε z.B. beim Standard k − ε Modell an der wandna¨chsten
Gitterzelle bestimmen zu ko¨nnen, werden zwei Annahmen getroﬀen:
• Produktion von k = Dissipation von k
• τ = τw in der ganzen wandnahen Schicht
Es ergeben sich somit als Gleichungen fu¨r die turbulente kinetische Energie und die Dissipation:
k =
u2τ√
Cµ
(2.61)
ε =
u3τ
κy
(2.62)
Um die Gu¨ltigkeit dieser Wandfunktion zu gewa¨hrleisten, muß die wandna¨chste Gitterzelle im
logarithmischen Bereich des Geschwindigkeitsproﬁles liegen. Dies ist fu¨r einen y+-Wert gro¨ßer
11.225 sichergestellt.
Im Rahmen dieser Arbeit wurde keine andere als die Standard-Wandfunktion verwendet. Des-
halb wird darauf verzichtet, auf Modiﬁkationen z.B. zur Beru¨cksichtigung des Druckgradienten
einzugehen. Die Standard-Wandfunktion wird sehr ha¨uﬁg bei Stro¨mungsberechnungen einge-
setzt. Sie reduziert erheblich die Netzauﬂo¨sung im wandnahen Bereich und liefert trotz ihrer
Modelleinfachheit oft hinreichend gute Ergebnisse.
2.3.2 2-Schichten Modell
Neben der Verwendung einer Wandfunktion in Wandna¨he gibt es die Mo¨glichkeit, diesen
Stro¨mungsbereich als seperate Zone anzusehen. Es kann dann in der Hauptstro¨mung ein
Turbulenzmodell angewendet werden, das fu¨r große Reynoldszahlen gilt, und im wandnahen
Bereich wird ein einfaches Modell eingesetzt, das low-Re Eﬀekte beru¨cksichtigt, aber nicht die
feine Rechennetzauﬂo¨sung beno¨tigt, das z.B. ein Zweigleichungsmodell, das fu¨r low-Re Eﬀekte
erweitert ist, beno¨tigen wu¨rde, da die Gradienten von ε in eben diesem Stro¨mungsgebiet sehr
groß sind.
Einen solchen Weg bietet das Eingleichungsmodell von Wolfshtein [63] an. Hier wird
neben den gemittelten Impulsgleichungen eine weitere Gleichung fu¨r die turbulente kinetische
Energie gelo¨st, wie sie in Gleichung (2.33) gegeben ist. Die A¨nderung nach Wolfshtein
wird in Gleichung (2.63) fu¨r die turbulente Viskosita¨t deutlich.
νt = Cµ
√
klµ (2.63)
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Die Dissipation ε wird u¨ber einen algebraischen Zusammenhang nach Gleichung (2.64) be-
stimmt und muß nicht durch ein sehr feines Rechennetz aufgelo¨st werden.
@ =
k
3
2
l!
(2.64)
mit lµ = cly
[
1− exp
(
−Rey
Aµ
)]
l! = cly
[
1− exp
(
−Rey
A!
)]
cl = κC
− 3
4
µ
Aµ = 70
A! = 2cl
Dieses Eingleichungsmodell kann nun in Wandna¨he zur Berechnung aller Stro¨mungsgro¨ßen ein-
gesetzt werden, und in der Hauptstro¨mung kann ein Turbulenzmodell fu¨r große Reynoldszahlen
verwendet werden. Als Parameter zum Umschalten von einem auf das andere Turbulenzmodell
bietet sich z.B. eine auf dem Wandabstand basierende turbulente Reynoldszahl Rey =
√
k
νt
y
an. Es kann somit von einem 2-Schichten Modell gesprochen werden, das alle Vorteile eines
ho¨herwertigen Modells nutzt, die wandnahe Schicht auﬂo¨st, jedoch durch die Verwendung ei-
nes Eingleichungsmodells keine zu feine Diskretisierung im Wandbereich erfordert. 2-Schichten
Modelle stellen somit eine Mittello¨sung dar zwischen der Wandfunktion, in der die Grenzschicht
u¨berhaupt nicht aufgelo¨st wird, und den sog. low-Re Modellen, die die Grenzschicht mit all
ihren Gradienten auﬂo¨sen.
2.3.3 Low-Re Erweiterung
Viele statistische Modelle sind aufgrund ihrer Modellierung nicht in der Lage, die viskose
Da¨mpfung in der Grenzschicht, speziell in der viskosen Unterschicht, wiederzugeben. Eine gute
U¨bersicht hierzu bieten [62] und [41]. Um dieses Deﬁzit auszugleichen, ist das Einfu¨hren von
Da¨mpfungsfunktionen eine geeignete Mo¨glichkeit. Auf diese Weise werden wandda¨mpfende
Eﬀekte und die der molekularen Viskosita¨t beru¨cksichtigt. Da¨mpfungsfunktionen erweitern die
Turbulenzmodelle fu¨r Stro¨mungsgebiete niedriger Reynoldszahlen.
Diese Art der Wandbehandlung bietet den Vorteil, hochwertige statistische Modelle bis hin zur
Wand verwenden zu ko¨nnen. Fu¨r den Bereich kleiner Reynoldszahlen erweiterte Modelle, sog.
Low-Re Modelle, sind in der Lage, Grenzschichtpha¨nomene wie Transition, Ablo¨sung u.a. zu
berechnen. Der Nachteil besteht in der Notwendigkeit, den sehr großen Gradienten von ε in
Wandna¨he auﬂo¨sen zu mu¨ssen, sobald ein Zweigleichungsmodell oder ho¨herwertigeres Modell
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benutzt wird. Die hohe Netzauﬂo¨sung im Wandbereich steigert die Rechenzeit gegenu¨ber der
Verwendung einer Wandfunktion auf ca. das Doppelte.
Das in Kapitel 2.2.1.1 beschriebene Eingleichungsmodell besitzt eine oben beschriebene Low-
Re Erweiterung, erfordert jedoch keine ho¨here Netzauﬂo¨sung der Grenzschicht als ein 2-
Schichtenmodell, da die zusa¨tzliche Transportgleichung fu¨r die modiﬁzierte turbulente Vis-
kosita¨t ν˜t gelo¨st wird.
